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(category) $\mathrm{C}_{s}$ 4 .
1. $\mathrm{C}_{S}$ $C^{\infty}$ C .
2. $M$ $x$ $s_{x}$ : $Marrow M$ , 2
(a) $s_{x}\circ s_{x}=1_{M}$ ($M$ ),
(b) $s_{x}$ $F(s_{x}, M):=\{y\in M|s_{x}(y)=y\}$ $x$ (
$\{x\}$ . )
.
3. $f$ : $Marrow N$ ,
$M$ $x$ $f\circ s_{x}=s_{f(x)}\circ f$ .
4. $s_{x}$ ( ) .
. C .
20 . $C^{\infty}$
, $C^{\omega}$ . $C^{0}$
20 Hilbert 5 ( ) $C^{\infty}$
.
.
(1) $\mathrm{F}^{l}$ , $S^{n}$ , ( ) $T^{n}=S^{1}\mathrm{x}\cdots \mathrm{x}S^{1}$
.
(2) ( ) $V$ $p$ $G_{p}(V)$ , $V$







$G$ 20 , ,
. $G$ ( ) 2 $s$ . $F:=F(\mathrm{a}\mathrm{d}(s), G),$ $\mathrm{a}\mathrm{d}(s)$ :
$x\vdasharrow sxs^{-1}$ , $G/F$ , $[1_{G}]=1_{G}F$ : $[x]=xF\vdasharrow$
$[\mathrm{a}\mathrm{d}(s)x]$ , $G$ $G/F$
. , $O(n)$ ,
.
. $f$ : $Marrow N$ ( ) , $f(M)$ $M$ $N$
. ( )
.
1. $f$ : $Marrow N$ $f(M)$ $N$ . (
$f$ : $Marrow f(M)$ $f(M)arrow N$ : $f(x)\mapsto\neq f(x)$
. ) $f(M)$ $N$ ,
, $a=f(x)$ $f(M)$ , $s_{a}$ : $Narrow N$ $f(M)$
. , $s_{f(x)}(f(y))=f\circ s_{x}(y)$ .
2. $f$ : $Marrow M$ $F(f, M)$ .
$F:=F(f, M)$ . $F$ $x=$
$f(x)$ $s_{x}$ : $Marrow M$ . $x=f(x),$ $y=f(y)$
, $f(s_{x}(y))=s_{f(x)}\circ f(y)=s_{x}(y)$ .
2.2
$f$ : $Marrow \mathbb{R}$ $f(x)-f(y)$ .
, , $v:Marrow TM$ ( $=$ ) $v(x)-v(y)$
. $x\neq y$ $T_{x}M$ $T_{y}M$ .
$M$ $c$ : $\mathbb{R}arrow M$ ( $c’(t)\neq 0$ ) ,
$c_{H}$ : $\mathbb{R}arrow TM$ , $v\in T_{x}(M),$ $x:=c(0)$ , $\vee\supset$
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, $c_{H}(t, v)$ $\pi$ : $TMarrow M$ $c(t)$ ,
$T_{x}Marrow T_{\mathrm{c}(t)}M$ : $c_{H}(0, v)\mapsto*c_{H}(t, v)$ ,
$T_{c(t)}M$ $T_{x}M$ . $c$
. $c_{H}$ $T_{x}M$ . $TM$
$v$ $T_{v}TM$ H $d\pi$ : $TTMarrow TM$




H $TTM$ H=\cup H
. $H$ . $H$ , $c$ $c(t)$
$w\in T_{\mathrm{c}(t)}M$ $d\pi(u)=c’(t)$ $u\in H_{w}$ .
$c_{H}(0, v)=v$ $\frac{d}{dt}c_{H}(t, v)=u$
. ( ) ( $c$ )
( ) $H$ . ( : $t\vdasharrow c_{H}(t, v)$ $c$ $v$
, $v$ , d $c_{H}(t, v)=0$
:)
,d $=0$ . ( $t$ $s\mapsto*c(as+b)$
. $a,$ $b$ $a\neq 0$ . )
$u\in TM$ $c’(0)=u$ .
$f$ : $Marrow M$, $H$ ,
$c$ : $t|arrow c_{H}(t, v)$ $f\circ c$
. Aff(M) Lie $([\mathrm{K}\mathrm{N}]\mathrm{I}$ ,
p.229), $C^{\omega}$ . $f$ $x\in M$ , $T_{x}M$
, $\mathcal{M}(x)$ $f$ 1 .
, ([KN], [S]) .
$M$ . ,
$M$ .
$Q=Q_{\mathit{0}}$ : $Marrow \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(M)=$ : $x-\rangle$ $s_{x}\circ s_{o}$
. Aut(M) Lie ( ). $M=\mathbb{R}$ , $Q_{a}(b)(t)=s_{b}(-t+2a)=$
$t+2(b-a)$ .
$u,$ $v\in T_{x}M$ , $H_{v}\subset T_{v}TM$ . $c:\mathbb{R}arrow$
$M$ $d(0)=u$ , $c$ $TM$ :t\mapsto Qx(c(t))(v)(
$Q_{x}(c(t))$ $dQ_{x}(c(t))$ ) $t=0$ $H(u, v)$
$\{H(u, v)|u\in T_{x}M\}$ $H_{v}\subset T_{v}TM$ . $M$
. $f\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(M)$ , $f\circ Q_{x}(c(t))=QJ(x)(f\circ c(t))\circ f$ , $df$
$H=\cup H_{v}$ . $f\in \mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}(M)$ .
, $c$ , Q $(*)c(0)$ ( 2
). $\mathbb{R}$ . $\{Q(c(t))|t\in \mathbb{R}\}$ $c$
.
2.1 $s_{o}$ $T_{o}M$ -1 .
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$s\text{ }\circ s_{o}\ovalbox{\tt\small REJECT} 1_{1}$ , $\ovalbox{\tt\small REJECT} M$ ds $\pm 1$ $\ovalbox{\tt\small REJECT} M$
. 1 , $X\neq 0$
s . $0$
22 $M$ Aff(M) 0 .
.
23(i) $M$ Aut(M) ,
(ii) (torsion, ) 0 ( $u,$ $v$
[$u$ , v]=\nabla u - $\text{ _{}v}u$ ), $R$ R $=0$ .
. (ii) .
2.4 $M$ Aut(M) $g$ , $g$ Levi-
Civita .
25Aut(M) $J$ , $\text{ }J=0$ $J$
. $J$ $g$ $(J, g)$
.
Aut(M) $M$ ,
. Aff(M) $\supset \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(M)$ . Aff(M)
Lie , $M$ C\mbox{\boldmath $\omega$}( ) $M$
( ) .
$f$ : $Marrow M$ $f\mathrm{o}sxsf=(x)\circ f$ $x$ ( ).
$\{s_{x}|x\in M\}$ $\subset \mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}(M)$ Aff(M) .
$f\in \mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}(M)$ , 2 $y,$ $z$ $c$ $y,$ $z$ $x$ $f\circ c$




, $x,$ $y$ .
26Aff(M)=Aut(M).
$M=\mathbb{R}^{n}$ , Aut(M) $M$ , $\{Q(x)|x\in$
$\mathbb{R}^{n}\}$ ( ) . $s_{o}$
$\mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathbb{R}^{n})$ .
27(i) $Q:Marrow \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(M)$ : $x-$} $s_{x}\circ$ s .
(ii) $Q^{-1}(1)=\{p\in M|s_{p}=s_{o}\}$ $Q$ : $Marrow Q(M)$
.
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. Aut(M) Lie . $Q$ $Q\circ\ovalbox{\tt\small REJECT}\Leftarrow$ ) $\ovalbox{\tt\small REJECT}$
$s\ovalbox{\tt\small REJECT} s_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\circ s\ovalbox{\tt\small REJECT} s_{o}\ovalbox{\tt\small REJECT}(s, \circ s_{o})(s$. $\circ s_{o})^{-1}(s\ovalbox{\tt\small REJECT} s_{o})\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{S}Q(\mathrm{x}/)(Q(x))$ . (ii)
.
sp=s $p\neq \mathit{0}$ $M$ $\mathit{0}$ (pole) . $M=S^{2}$ , $\mathit{0}$
. $M=S^{n}$ $Q(S^{n})$ $\mathbb{R}P^{n}$ $Q$ $\mathbb{R}P^{n}$ 2
.
. $Q:Marrow \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(M)$ Cartan .
2.8 $M$ $t$ $F(t, M)$ .
. $t$ $\mathit{0},$ $x$ , $\mathit{0},$ $x$ $c$ , $c$
$t$ . , $dt:T_{o}Marrow T_{o}M$ $\{X\in T_{o}M|dt(X)=0\}$
, $X$ $t$
. $\mathrm{i}$ $\mathit{0}$ $F(t, M)$ $C^{\omega}$ .
2 .
2.9(i) $f$ : $Marrow N$ $f(M)$ $N$ .
(ii) $q\in f(M)$ $f^{-1}(q)$ $M$ .
(iii) $f$ : $Marrow f(M)$ (submersion) .
. $f(M)$ $N$ , 1 (i)
. $df$ : $T_{p}Marrow T_{f(p)}N$ $r(p)$ $p$ $r$
. $x\in M$ [ $f\circ sxsf=(x)\circ f$ , $ds_{x}$ $p$ $df$
$s_{x}(p)$ . ([H] p.86 155)
, $f(M)$ $N$ . $f^{-1}(q)$ $M$
. $f(x)=q=f(y)$ $f(s_{x}(y))=sf(x)(f(y))=s_{q}(q)=q$ , $s_{x}$ $f^{-1}(q)$
. $s_{x}|f^{-1}(q)$ $x$ $f^{-1}(q)$ . (iii)
.
2.10($M$ ) $f$ : $Marrow N$ $f(M)$ $N$
, $f$ $f$ : $Marrow f(M)$ : $f(M)arrow N$
. , $M$ $a,$ $b$ M( ), $M_{(b)}$ ,
$f(M_{(a)}),$ $f(M_{(b)})$ .
. $f(M(a))$ $f(M_{(b)})$ , $f(a)=f(b)$ . M( )
$c$ : $\mathbb{R}arrow M,$ $c(0)=a$ , $M_{(b)}$ $y$ : $\mathbb{R}arrow M$ : $u|arrow y(u),$ $y(0)=b$,
[ $u\vdash*Q_{a}(c(t))y(u)$ . $t=0$ , $y$ }
, $t$ $M(b)$ . $f\circ Q_{a}(c(t))y(u)=$
Qf( )(fc(t))$f(y(u))$ $f(M(b))$ [ , $u=0$ Qf( )(fc(t)) $f(a)=$
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$f(Q_{a}(c(t)(a)))$ f(M( )) . $t\vdasharrow Q_{a}(c(t))(a)$ $c$
. M( ) $c$ $f$ $f(M(b))$ .
$M(a)$ $a$ $f(M(b))$ . [ $f(M(a))\subset f(M(b))$ . $a,$ $b$
f(M( )) $\supset f(M(b))$ . [ f(M( )) $=f(M(b))$ . $\text{ }$
$f(M)$ $N$ .
. $f(M)$ .
Aut(M) Lie . Lie $G$ ( ) $TG$
$G$ Lie $TG$ . $X\in T_{1}G$ $G$
$X_{G}$ : $Garrow TG$ : $a\vdash*aX$ .
, $b(aX)=(ba)X$ . $[X_{G}, \mathrm{Y}_{G}]$
, $\mathrm{Y}\in T_{1}G$ . $[X_{G}, \mathrm{Y}_{G}]$ , $Z\in T_{1}G$ ,
[$X_{G}$ , YG]=Z , $T_{1}G$ $[X, \mathrm{Y}]=Z$ . X
$T_{1}G$ Lie $\mathcal{L}G$ $G$ Lie
. $G$ $M$ , Lie $TG$ $TM$
. $X\in T_{1}G$ $X_{M}$ : $p\mapsto\neq Xp$ . $X_{M}$ Lie ,
$X_{G}\vdasharrow X_{M}$ . $G$ , $\mathcal{L}G$ .
$X$ $X_{G},$ $X_{M}$ ( ).
$M$ . $G:=\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(M)$ $M$ , $M$
$G/K$ , $K$ $\mathit{0}\in M$ ( ) $\{k\in G|ko=\mathit{0}\}$
. s $M$ (adjoint) $\mathrm{a}\mathrm{d}(s_{o})$ : $Garrow G$ :
$a\vdasharrow s_{o}\circ a\circ\zeta^{1}$ $G$ , Lie
. $\pm 1$ $\mathrm{g}:=\mathcal{L}G$ . $\mathrm{g}=\mathrm{e}+\mathrm{m}$(Cartan ), $\mathrm{e}$
$\sigma:=\mathrm{a}\mathrm{d}(s_{o})$ 1 . $[\mathrm{f}, \mathrm{g}]\subset \mathrm{e},$ $[\mathrm{f}, \mathrm{m}]\subset \mathrm{m},$ $[\mathrm{m}, \mathrm{m}]\subset \mathrm{e}$
. $\mathrm{e}$ $\mathrm{Y}$ $\sigma(\mathrm{Y})=\mathrm{Y}$ $M$ $\mathrm{Y}_{M}$ $\mathit{0}$
$\mathrm{Y}=0$ . $\mathrm{m}$ $X$ $\sigma(X)=-X$ $\mathit{0}$ X $=0$ . $G$
, $\mathit{0}$ $Z=0,$ $\text{ }Z=0$ $Z\in \mathrm{g}$ 0 . ,
, $\mathrm{m}$ $T_{o}M$ . , $\dim M=n$ ,
$\dim G=\dim \mathrm{g}\leq\dim \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\mathbb{R}^{n})$ . $X=X_{M}\in \mathrm{g}$ $M$ 1
. $p$ $e^{tX}p=\exp(tX)p$ .




, $M=G/K$ . $G=\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(M)$
, $M$ $G$ . $G$
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, $G$ $V$ $G$- .
$G$ , ( )
. $\subset V$ $G$ , $V$ G-
. Lie $\mathrm{g}=\mathcal{L}G$ $\mathrm{a}\mathrm{d}(b)X=bXb^{-1},$ $b\in$
$G,$ $X\in$ $\langle$ , $\rangle$ . $G$ $\mathrm{g}$
$\mathfrak{g}$ . $\mathrm{a}\mathrm{d}(e^{tY})X=e^{tY}Xe^{-tY}$ $t=0$ ,
$\mathrm{a}\mathrm{d}(\mathrm{Y})X=\mathrm{Y}X-X\mathrm{Y}$ $=[\mathrm{Y}, X]$ . $\mathrm{g}$ $\grave{\grave{1}}$
$\mathrm{g}$
. Lie . ,
. $\mathrm{g}$ Lie
. $G$ Lie Lie
. . $\mathrm{f}=\mathcal{L}K$
, $[\mathrm{t}, \mathrm{m}]\subset \mathrm{m}$ $\mathrm{f}$ $\mathrm{m}$ , $\mathrm{m}$
. $([\mathrm{H}],[\mathrm{K}\mathrm{N}])$
. $G$ $M$ , $M$ ( $M$
$G$ $M\cross M$ ). $\mathrm{m}=T_{o}M$
$\langle$ , $\rangle$ $K$ , $M$ G-
. $\text{ }$ Levi-Civita . $G$ .
$M$ 2 . $\exp(\mathrm{m})=M,$ $\exp(\mathrm{g})=G_{(1)}(=G$
$1_{G}$ ). o. $R(X, \mathrm{Y})Z=-[[X, \mathrm{Y}],$ $Z]$
$(X, \mathrm{Y}, Z\in \mathrm{m})([\mathrm{H}],[\mathrm{K}\mathrm{N}],[\mathrm{S}])$ . $X,$ $\mathrm{Y}$ ,
$\langle X, R(X, \mathrm{Y})\mathrm{Y}\rangle=-\langle X, [[X, \mathrm{Y}], \mathrm{Y}]\rangle=\langle[X, \mathrm{Y}], [X, \mathrm{Y}]\rangle\geq 0$ .
3.2 $\mathfrak{g}$
, $M$ $c$ , $c$
, $s,$ $|s|<\epsilon$ , $c_{s}$ : $\mathbb{R}arrow M$
$(c_{0}=c)$ , $t$ $s|arrow c_{s}(t)$ $s=0$ $v(t)\in T_{c(t)}M$
. ([KN], [S]),
$d$ $\text{ _{}d}v+R(v, c’)c’=0$
. 2 , $v(0),$ $\text{ _{}d}v(0)$
.
$M$ $G/K$ . $G$ $M$
, $X$ \epsilon \sim $X=.X_{M}$ $c$ $c$
( ) .




$R$ $(\nabla R=0)$ $\mathit{0}$ $R(X, \mathrm{Y})Z=-[[X, \mathrm{Y}],$ $Z]$ ( $X,$ $\mathrm{Y},$ $Z\in$
m) , $v$ $X$ ,
$\frac{d^{2}}{dt^{2}}X(t)-\mathrm{a}\mathrm{d}(H)^{2}X(t)=0$
. $\mathrm{a}\mathrm{d}(H)$ : $X\vdash+[H, X]$ $R(X(t), H)H=-[H, [H, X(t)]]$
.
. $\mathrm{a}\mathrm{d}(H)$ : $\mathrm{g}arrow \mathfrak{g}$
. $\mathrm{a}\mathrm{d}(e^{tH})$ , $\langle \mathrm{a}\mathrm{d}(e^{tH})X, \mathrm{a}\mathrm{d}(e^{tH})\mathrm{Y}\rangle=\langle X, \mathrm{Y}\rangle$ $t$
$t=0$ $(X, \mathrm{Y}\in \mathrm{g})$ . $G=SO(2)(\mathbb{R}^{2}$
) . $\mathbb{R}^{2}$ $(\epsilon_{1}, \epsilon_{2})$ $J$ $J(\epsilon_{1})=\epsilon_{2},$ $J(\epsilon_{2})=-\epsilon_{1}$
. $J$ $J^{2}=-1_{2}$ . $e^{tJ}= \sum_{n=0}^{\infty}\frac{t^{n}}{n!}J^{n}\cdot n$
$2k$ $2k+1$ ,
$e^{tJ}= \sum_{k\geq 0}\frac{t^{2k}}{(2k)!}(-1)^{k}1_{2}+\sum_{k\geq 0}\frac{t^{2k+1}}{(2k+1)!}(-1)^{k}J$
$=(\cos t)1_{2}+(\sin t)J\in SO(2)$
SO(2)= $\{e^{tJ}|t\in \mathbb{R}\}$ . Lie $\mathcal{L}SO(2)$ $J$
1 .
. $e^{tJ}[]\mathrm{h}$ , . –
Lie $\subset GL(\mathbb{R}^{n})$ . Lie $G$
$O(n)$ .
$\mathrm{a}\mathrm{d}(H)$ , $\mathrm{a}\mathrm{d}(H)^{2}$ , 0 . (
$M$ 0 . ) $\alpha(H)^{2}$
$\frac{d^{2}}{dt^{2}}-\mathrm{a}\mathrm{d}(H)^{2}$ , $X”(t)+\alpha(H)^{2}X(t)=0$
. , $\alpha(H)\neq 0$ , $X(t)=\cos(t\alpha(H))X_{1}+\sin(t\alpha(H))X_{2}$ $($
$X_{1}:=X(0),$ $\alpha(H)X_{2}:=X’(0))$ . $H\in \mathrm{m}$ ( $c$ )
.
, $H$ , $H$
. $a\subset \mathrm{m}$ $\subset \mathrm{m}$ ,
$H_{1},$ $H_{2}\in a$ $[H_{1}, H_{2}]=0\cdot a$ Cartan . $a$
$A\subset G$ Lie . $\mathrm{a}\mathrm{d}(H_{1}),$ $\mathrm{a}\mathrm{d}(H_{2})$ , $\mathrm{m}$
$\mathrm{a}\mathrm{d}(H_{1})^{2},$ $\mathrm{a}\mathrm{d}(H_{2})^{2}$ .
$-\alpha(H)^{2}$ , 1 $\alpha$ : $aarrow \mathbb{R}$ .
$\alpha\neq 0$ $\alpha$ ( $a$ ) $M$ (root) . $R(M)$





, $\mathrm{e}(-\alpha)=\mathrm{f}(\alpha),$ $\mathrm{m}(-\alpha)=\mathrm{m}(\alpha)$ .
. $\mathrm{a}\mathrm{d}(H)$ $\mathrm{e}$ $\mathrm{m}$ , $\mathrm{a}\mathrm{d}(H)\mathrm{f}\subset \mathrm{m},$ $\mathrm{a}\mathrm{d}(H)\mathrm{m}\subset \mathrm{e}$ .
$X\in \mathrm{m}(\alpha)$ , $\mathrm{Y}\in \mathrm{t}(\alpha)$ , $H\in a$
,
$[H, X]=\alpha(H)\mathrm{Y}$, $[H, \mathrm{Y}]=-\alpha(H)X$
. $\dim \mathrm{m}(\alpha)=\dim \mathrm{t}(\alpha)$ , $m(\alpha)$ $\alpha$
. $R(M)$ $m$ : $R(M)arrow \mathbb{Z}_{+}$ $R^{m}(M)$ .
1. $G$ , $m\geq 2$ , $1_{M}$
( $1_{M}$ )
( ). $M$ , $m=2$
$M$ .
2. $f$ : $Marrow N$ , ( ) $M$




$f$ ( ) 0 . $E(f)$ 1/2
, . $S^{2}=\mathbb{C}\cup\{\infty\}$
( ) $f=u+iv$ $u$ , $v$
$f$ . $u,$ $v$
( ) . $\mathbb{C}$
Dirichlet ( 1/2 ).
$\alpha$ $||\alpha||$ $m(\alpha)$ .
3.1 $||\alpha||\leq||\beta||$ $m(\alpha)\geq m(\beta)$ . ( . [H], [N2], [NT5])
Cartan $K(1)$ ([H] p.246 62),
Cartan , $\dim a$ $M$
$r(M)$ . $M=K(1)A= \bigcup_{b\in K_{(1)}}b(A)$ ,
$G_{(1)}=K_{(1)}AK_{(1)}$ (Cartan ).
, $\alpha\in R(M)$ $\alpha(H)\neq 0$ $H\in a$
, $H$ $x$ $K(1)(x)$ $\dim K_{(1)}(x)=$
$\dim\sum \mathrm{f}(\alpha)=\dim\sum \mathrm{m}(\alpha)=\dim$ M–dim $a$ , $A=\exp a$ $x$
$U$ $K(1)(U)$ $M$ . $M$
$M=K_{(1)}A$ . , $\ni \mathit{0}$
(dense) . , $A=\mathbb{R}^{2}/\mathbb{Z}^{2}$ , $(1, x)$
\Leftarrow ) $A$ .
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32 $R(M)$ (root system) .
(1) $R(M)$ , $a$ $a^{*}$ .
$a^{*}$ $a$ .
(2) $\alpha\in R(M)$ (reflection) $\rho_{\alpha}$ : $aarrow a$ : $H \vdash*H-\frac{2\langle H,\alpha\rangle}{\langle\alpha,\alpha\rangle}\alpha$
$R(M)$ .
(3) $\beta$ , $\frac{2\langle\beta,\alpha\rangle}{\langle\alpha,\alpha\rangle}$ .
. (2) $\mathrm{Y}\in \mathrm{t}(\alpha)$ $\mathrm{a}\mathrm{d}(e^{tY})$ : g\rightarrow
. $\mathrm{m}(\alpha)$ $X$ , $[\mathrm{Y}, X]=-\alpha,$ $[\mathrm{Y}, \alpha]=||\alpha||^{2}X$
, $H\in a$
$\mathrm{a}\mathrm{d}(e^{tY})H=H+\frac{\alpha(H)}{||\alpha||}\sin(t||\alpha||)X+\frac{\alpha(H)}{||\alpha||^{2}}(\cos(t||\alpha||)-1)\alpha$
. $t||\alpha||=\pi$ $t$ . $\rho_{\alpha}(H)$ .
$\mathrm{a}\mathrm{d}(e^{tY})$ $a$ $\mathrm{g}$ . $R(M)$ .
(3) 2 $\alpha,$ $\beta$ $[\mathrm{m}(\alpha),\mathrm{m}(\beta)]\subset \mathrm{e}(\alpha+\beta)+\mathrm{f}(\alpha-\beta)$ . $(\alpha+\beta\neq 0$
$\mathrm{f}(\alpha+\beta)=0$ . ) $\alpha$ , $2\alpha$ , $\alpha$
$\mathrm{m}(\alpha)$ $S(\alpha)$ . $[\mathrm{m}(\alpha), \mathrm{m}(\alpha)]\subset$
$\mathrm{t}(\alpha+\alpha)+\mathrm{t}(\alpha-\alpha)=\mathrm{t}(0)$ , $[\mathrm{m}(\alpha), \mathrm{m}(\alpha)]+\mathrm{f}(\alpha)$
Lie . $S(\alpha)$ Cartan $\alpha$
1 . $||\alpha||^{2}$ .
, $S(\alpha)$ $\frac{1}{||\alpha||}$ $S^{1+m(\alpha)}$
, $\mathbb{R}P^{1+m(\alpha)}$ 2 $S^{1+m(\alpha)}$
. $\alpha$ $c$ ( ) $2\pi||\alpha||$ .
$t_{0}||\alpha||=\underline{2\pi}$ $c(t_{0})$ $c(0)t’$. . $\mathrm{a}\mathrm{d}(e^{t\alpha})$ , $t=t_{0}$
$||\alpha||$
$M$ Lie $\mathrm{e}$ . , $\beta$
$t_{0}\alpha(\beta)=t_{0}\langle\alpha, \beta\rangle$ $\pi$ . $t_{0}$ , $\frac{2\langle\alpha,\beta\rangle}{||\alpha||^{2}}$
$tX\text{ }\cdot.n(\beta, \alpha):=\underline{2\langle\beta,\alpha\rangle}$ . $2\alpha$ , $2^{2}\alpha$ ,
$\langle\alpha, \alpha\rangle$
$n(\beta, 2\alpha)$ $n(\beta, \alpha)=2n(\beta, 2\alpha)$ . ( $2^{2}\alpha$ $2^{3}\alpha$
, $\cdots$ . ) $R(\alpha)$ , .





. $\mathrm{m}$ $X,$ $\mathrm{Y},$ $Z$
$R(X, \mathrm{Y})Z$ $\mathit{0}$ $-[[X, \mathrm{Y}],$ $Z]$ . $X,$ $\mathrm{Y}$
, $X,$ $\mathrm{Y}$
$\langle X,R(X,\mathrm{Y})\mathrm{Y}\rangle=\langle X, -[[X,\mathrm{Y}],\mathrm{Y}]\rangle=\langle[X,\mathrm{Y}], [X,\mathrm{Y}]\rangle=||[X,\mathrm{Y}]||^{2}$
. $H\in a$ $X\in \mathrm{m}(\alpha)$ , $||[H, X]||^{2}=$
$||\alpha(H)\mathrm{Y}||^{2}=\alpha(H)^{2}$ . $||\alpha||H=\alpha$ $\alpha(H)^{2}=\langle\alpha, H\rangle^{2}=||\alpha||^{2}$ . $\alpha$
$||\alpha||^{2}$ $M$ . $X,$ $\mathrm{Y}\in a$ $[X, \mathrm{Y}]=0$
, $r(M)>1$ , 0 .
$\alpha,$
$2\alpha$ , , 4
. , 1-
4 , $M$ $S^{n}$ ? ,
. ( $S^{n}$ $S^{n}$
, $S^{n}$ ? $S^{n}$ $C^{\infty}$ ? ,
. ) (pinching)
.
$\alpha$ . $\mathbb{R}\alpha+\mathrm{m}(\alpha)$ $S^{m(\alpha)+1}\subset M$ $M$
$\mathbb{R}^{m(\alpha)+1}$ . ([H]). [H] Helgason . –
$[\mathrm{m}(\alpha), \mathrm{m}(\beta)]\subset \mathrm{g}(\alpha+\beta)+\mathrm{t}(\alpha-\beta)$ ([H]) , $2\alpha$
, $[\mathrm{m}(\alpha), \mathrm{m}(\alpha)]\subset \mathrm{f}(0)$ . $\mathrm{t}(0)$ $\mathrm{m}(\alpha)$ $\mathcal{L}O(m(\alpha))$
([NT5]). $\mathrm{f}(0)+\mathrm{t}(\alpha)$ $+\mathrm{m}(\alpha)$ $\mathcal{L}O(m(\alpha)+1)$ .
$S^{m(\alpha)+1}$ Helgason ( $\mathrm{H}$ ) .
, .
Cartan [H] .
$AI(n)=SU(n)/SO(n),$ $UI(n)=U(n)/O(n),$ $AII(n)=SU(2n)/Sp(n),$ $UII(n)$
$=U(2n)/Sp(n),$ CI$(n)=Sp(n)/U(n)$ , DIII$(n)=SO(2n)/U(n)$ ,
$E_{6}$ , E7, $E_{8},$ $F_{4},$ $G_{2}$ ( )
, $EI=E_{6}/Sp(4)^{\%},$ $EII=E_{6}/Sp(1)\cdot SU(6)$ , $EIII=$
$E_{6}/T\cdot SO(10)^{\sim},$ $EIV=E_{6}/F_{4},$ $EV=E_{7}/SU(8)/\mathbb{Z}_{2},$ $EVI=E_{7}/Sp(1)$ .
$SO(12)^{\sim}$ , $EVII=E_{7}/T\cdot E_{6}$ , EVIII $=E_{8}/SO(16)\#,$ $EIX=E_{8}/Sp(1)\cdot E_{7}$ , $FI=$
$F_{4}/Sp(1)\cdot Sp(3),$ $FII=F_{4}/SO(9)^{\sim},$ $GI=G_{2}/SO(4)$ .
(dot) $M\cdot N$ . , $M,$ $N$
( ) \sim (
$M,$ $N$ ) $c$ $M\cross N$ $c:(x, y)\vdash*(cx, cy)$
$M\mathrm{x}N$
$\overline{\mathbb{Z}_{k}}$
. $\mathbb{Z}_{k}$ , $\cdot$
$k=2$ 3 . ($U(n)=U(1)\cdot SU(n)$ . )
$T$ 1 $U(1)\cong SO(2).$ SO(16)# .
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$A_{r},$ $B,,$ $BC_{r\rangle}C_{r\rangle}D,,$ $E_{6},$ $E_{7},$ $E_{8},$ $\ovalbox{\tt\small REJECT},$ $G_{2}$ (
). $\epsilon,,$ $\epsilon_{2},$ $\cdots\epsilon,,$ $\cdots$ . .
$A_{r}=R(SU(r+1))=\{\epsilon_{j}-\epsilon_{k}|1\leq j\neq k\leq r+1\}$
$D_{r}=R(O(2r))=\{\pm\epsilon_{j}\pm\epsilon_{k}|1\leq j\neq k\leq r\}(r\geq 2)$
$D_{2}$ .
$B_{r}=R(O(2r+1))=D_{r}\cup\{\pm\epsilon j |1\leq j\leq r\}(r\geq 2)$
$C_{r}=R(Sp(r))=D_{r}\cup\{\pm 2\epsilon_{j}|1\leq j\leq r\}(r\geq 2)$
$BC_{r}=B_{r}\cup C_{r}(r\geq 2)$ , $BC_{1}=\{\pm\epsilon_{1}, \pm 2\epsilon_{1}\}$
$A_{r}=$ { $\alpha\in D_{r+1}|$ $\langle\alpha,$ $\epsilon_{1}+\cdots+\epsilon_{r+1}\rangle=0$ }. $E_{6},$ $\cdots,$ $G_{2}$
$E_{6},$ $\cdots,$
$G_{2}$ .





$R(M)$ $\mathbb{Z}$ , $R(M)$
$(\alpha_{1}, \cdots, \alpha_{r})$ , $\beta$ , $\beta=\sum b_{j}\alpha_{j}$ $b_{j}$ ,
0 0 . $R(M)$ . $R(M)$
([B]) $\alpha_{1},$ $\cdots,$ $\alpha_{r}$ .
$A_{r}$ $\alpha_{j}=\epsilon_{j}-\epsilon_{j+1}$ , $1\leq j\leq r,$ $D_{r}$ $A_{r-1}$ [ $\epsilon_{r-1}+\epsilon_{r}$
, $B_{r}$ $A_{r-1}$ $\alpha_{j}$ $\epsilon_{r}$ , $BC_{r}$ $B_{r}$ , $C_{\Gamma}$
$A_{r-1}$ $2\epsilon_{r}$ . $R(M)$ $\tilde{\alpha}=\sum n_{j}\alpha_{j}$ ,
$\beta=\sum b_{j}\alpha_{j}$ $n_{j}\geq b_{j}$ $\tilde{\alpha}$ .
$A_{\mathrm{r}}$ $B_{t}$ $BC_{r}$ $C_{r}$ $D_{r}$
$\tilde{\alpha}$
$\epsilon_{1}-\epsilon_{\Gamma}$ $\epsilon_{1}+\epsilon_{2}$ $2\epsilon_{1}$ $2\epsilon_{1}$ $\epsilon_{1}+\epsilon_{2}$
$n_{j}$ { , $A_{r}$ , $(n_{j})=(1, \cdots, 1)$ , $B_{r}$ $(1, 2, \cdots, 2),$ $BC_{r}$
$(2, \cdots, 2),$ $C_{r}$ $(2, \cdots, 2,1),$ $D_{r}$ $(1, 2, \cdots, 2,1,1)$ .
$\beta=\sum b_{j}\alpha_{j}$ 0 ( ), $\beta$
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44.1 $M^{+}$
$M$ , $F(s_{o}, M)$ . $M$
$F(s_{o}, M)$ $\mathit{0}$ . $\mathit{0}$
$A\subset M$ $S^{1}\ni \mathit{0}$ $F(s_{o}, M)$ $\mathit{0}$ .
$F(s_{o}, M)$ $M$ $\mathit{0}$ , $M^{+}=M^{+}(p)=M^{+}(p;\mathit{0})$
, $p$ $M^{+}$ . (( $[\mathrm{C}\mathrm{N}1]$ , [N1]. )
. $\{\mathit{0}\}$ $M^{+}$ $=\dim M^{+}$ .
$\mathit{0}$ .
$\mathit{0}$ , $\mathit{0}$ $s_{\mathit{0}}=s_{p}$ , $\{p\}$ . $M$
$\mathit{0}$ $\mathit{0}$ . [H] 2 .
$r(M)=1$ ( ) $\mathit{0}$ (antipodal set),
$\mathit{0}$ (midpoint locus) .
. $M$ , $1_{M}$ $M^{+}\neq\{\mathit{0}\}$ $M$
2 . $M=U(n)$ $M^{+}$ $G_{p}(\mathbb{C}^{n}),$ $0\leq$
$p\leq n$ , . , $M=SU(n)$ $p$ . $M=Sp(n)$
$M^{+}=G_{p}(\mathbb{P}),$ $0\leq p\leq n,$ $O(n)$ ( ) $G_{p}(\mathbb{R}^{n}),$ $0\leq p\leq n$ , SO(n)
, $G_{p}(\mathbb{R}^{n}),$ $0\leq p\leq n$ $p$ .
$M$ . $M$ $M^{+}$
. Euler s Lefschetz
$=:\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{f}(s_{o})$ l (Atiyah-Singer Lefschetz ). $s_{o}$ $1_{M}$
$\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{f}(s_{o})$ Euler $\chi M$ . $M$ $\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{f}(s_{o})=2^{r(M)}$
($r(M)$ ). $\chi M$ 0 , 0 , ,
. (1) $r(G)=r(K)$ $M=G/K$ . ( $2\models_{\mathit{0}}$
$1_{M}$ . (3) s $G(1)$ ( s inner). signature(
) ( $M^{+}$
. [NT4] $)$
$f:Marrow N$ $M^{+}(p;\mathit{0})$ $N^{+}(f(p);f(\mathit{0}))$ .
$f$ $f(M^{+}(p;0))$ $N^{+}(f(p);f(\mathit{0}))$ ,
$N^{+}(q;f(\mathit{0}))$ $M$ . $f$ 2 ,
$o$ $p$ $\mathit{0}$ , $f(\mathit{0})=f(p)$ . $\mathit{0},p$
$C(\mathit{0},p)$ , $(\mathit{0},p)$ .
. , $f$ .
, $N$ . $f$ : $S^{n}arrow \mathbb{R}P^{n}$ , $S^{n}$
. $\mathrm{R}P^{n}$ .
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, $\varpi p$) $M$ $C$
$f\ovalbox{\tt\small REJECT} Carrow M$ .
(1) $U(n)arrow G_{n}(\mathbb{C}^{2n})arrow U(2n)arrow\cdots$ . ..
(2) SO $(n)arrow G_{n}(\mathbb{R}^{2n})arrow UI(2n)arrow CI(2n)arrow S^{p}(2n)arrow G_{2n}(\mathbb{H}^{4n})arrow UII(4n)$
$arrow DIII(8n)arrow SO(16n)arrow\cdots$ .
. $C$ $S^{k}$ $m$
$m$ $\mathit{0}$ $p$ $M$ $S^{k+1}$ .
$\pi_{k}(C)arrow\pi_{k+1}(M)$ . $k$ $n$
, (Bott). $n$
, $\pi_{k}(C)\cong\pi_{k+1}(M)$ (2) $\pi_{k+8}(M)\cong\pi_{k}(M)$ , (1)
$\pi_{k+2}(M)\cong\pi_{k}(M)$ (Bott ).
10 . (
1 , $\mathrm{C}\mathrm{W}$ . )
.
$M^{+}$ .
4.1([CN1]) $M=G/K$ $\mathit{0}=K(\mathit{0})$ $M^{+}(p)$
$p$ $K$ $K(p)=\{a(p)|a\in K\}$ .
. $M^{+}(p)$ $F(s_{o}, M)$ , $K$ $K_{(1)}$ $K_{(1)}(p)$
$M^{+}(p)\}$ . , $b\in K(1)$ $b(p)=b\circ s_{o}(p)=s_{b(\mathit{0})}$ $\circ b(p)=s_{o}(b(p))$ .
$X\in T_{p}M^{+}$ s , $X$ $\mathrm{f}=\mathcal{L}K$ $p$
. $K(1)(p)$ $M^{+}(p)$ . $a\in K$
$a(p)\in M^{+}(p)$ . $\mathit{0}$ $p$ $A$
. $a(A)$ $\mathit{0}$ , $K(1)$ $b$ $A$ ,
$ba(A)=A$ . $ba(p)=p$ , $A$ $M^{+}(p)$ $p$
.
Cartan , SO(n) $\mathbb{R}^{n}$
( $n$ ) . $S^{n-1}\subset \mathbb{R}^{n}$
. $\mathbb{R}P^{n-1}=S^{n-1}/\{\pm 1\}$
. $\mathbb{R}P^{n}$ $n$
. $\mathbb{R}P^{n}$ $\neq\{\mathit{0}\}$ $\mathbb{R}P^{n-1}$ . $M$
$M^{+}$
.
42 $K$ , $M=G/K$ $M^{+}(p)$ $\chi M^{+}(p)>0$ .
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. $Q(p)\ovalbox{\tt\small REJECT} s_{p}\circ s\text{ }$ $K$ , $M$“(P) $\ovalbox{\tt\small REJECT} K/F(\mathrm{a}\mathrm{d}(Q(p)), K)$ . ,
$\chi M\ovalbox{\tt\small REJECT} p)>0$.






. $M^{-}(p)$ $p$ , $p$ $T_{p}M^{-}(p)$ $T_{p}M$ $T_{p}M^{+}$
. . $M$ $\mathit{0}$ $p$
$A$ $p$ $\mathit{0}$ . $T_{p}A$ $T_{p}M^{+}$ . , $A$
$Q(p)=s_{p}\circ s_{q}$ $F(Q(p), M)$ . $p$
$M^{-}(p)$ . , $M^{-}(p)$ $r(M^{-}(p))=r(M)$ .
. $M=G/K$ . $M=\mathbb{R}P^{n},$ $\mathbb{C}P^{n},$ $\mathbb{H}P^{n}$ ( $\mathbb{H}$ ) $FII$ .
$M^{+}\neq\{\mathit{0}\}$ , ( $S^{1},$ $S^{2},$ $S^{4}$ $S^{8}$ .
$\mathrm{H}$ ). $FII$ $S^{8}$ . $r(M)=1$ , $\mathit{0}$




$S^{1}$ . $S^{1}$ $p$ $\mathit{0}$
. $S^{1}$ $M^{-}(p)$ . $M^{+}(p)$ $M$ $\mathit{0}$ (cut
locus) . , $S^{1}$ $x\neq \mathit{0},p$ $K$- $K(x)=\{kx|k\in K\}$
$=1$ $S^{pn-1}$ ( $\neq$ )(p $=1,2,4$ 8) . $M$
$R(M)$ , $\mathrm{R}P^{n}$ , $BC_{1}$ . $R(M)=BC_{1}$ $M$
. $K$- $S^{pn-1}$ . $S^{pn-1}$
$M^{+}$ $S^{p-1}$ . Adams
$S^{p-1}arrow S^{2p-1}arrow S^{p}$ , $p$ 1,2,4 8[
. , $M^{-}(p)$ $BC_{1}$
$M$ $\mathrm{H}$ .
$M=G/K$ $M^{-}$ . $M^{-}$ ( )
.
Cartan $\mathrm{g}=\mathrm{f}+\mathrm{m}$ $\mathrm{f},$ $\mathrm{m}$ $\mathrm{a}\mathrm{d}(Q(p))$ .
$\mathrm{e}=\mathrm{e}_{+}$ , $\mathrm{m}=\mathrm{m}_{+}+\mathrm{m}_{-}$ .
$\mathrm{g}_{+}+\mathrm{m}_{-}=F(\mathrm{a}\mathrm{d}(Q(\mathrm{p})), \mathrm{g})$ . $\mathrm{m}_{-}$ $M^{-}(p)$ $\mathit{0}$ . $a$
$\mathrm{m}_{-}$ . $H\in a$ $c(t):=e^{tH}(\mathit{0})$ $\mathit{0},p$
$c([0, \pi])$ , $H$ . $c(\pi)=p$ $c(2\pi)=\mathit{0}$ . $R(M)$
$(\alpha_{1}, \cdots\alpha_{r})$ $\alpha_{j}(H)\geq 0$ . $\alpha$ $\mathrm{t}(\alpha)\subset \mathrm{e}$
70
$\mathrm{Y}\neq 0$ $\mathrm{Y}(c(t))$ $c$ $\mathrm{m}$ .
$\mathrm{Y}(t)$ .
$\mathrm{Y}(t)=\sin(t\alpha(H))X$ ,
, $[H, X]=\alpha(H)X\in \mathrm{m},$ $\alpha(H)=0$ $\mathrm{Y}(t)$ 0 , $\alpha(H)>$
$0$ . $c([0, \pi])$ , $c((0, \pi))$ $\mathit{0}$ ,
$0<\alpha(H)\leq 1$
. $c(2\pi)=\mathit{0}$ , $2\pi\alpha(H)$ $\pi$ .
$2\alpha(H)\in \mathbb{Z}_{+}$ ( ).
,
$\alpha(H)>0$ , $2\alpha(H)=1$ 2.
$2\alpha(H)=0$ 2 $\mathrm{e}(\alpha)\subset \mathrm{e}_{+}$ $\mathrm{m}(\alpha)\subset \mathrm{m}_{-}$ . $2\alpha(H)=1$ $\mathrm{e}(\alpha)\subset \mathrm{g}_{-}$
$\mathrm{m}(\alpha)\subset \mathrm{m}_{+}$ .
$a$ $(H_{1}, \cdots, H_{r})$ $\alpha_{j}(H_{k})=\delta_{jk}$ , $H= \sum h_{j}H_{j}$
$h_{j}$ . $\tilde{\alpha}=\sum n_{j}\alpha_{j}$ $n_{j}$ . $n_{j}$ .
$2h_{j}=0,1$ 2.
2 $\sum n_{j}h_{j}=1$ 2.
$h_{j}>0$ , $2h_{j}=1$ 2 . $2h_{j}=1$ $n_{j}=1$ 2. , $n_{j}=2$
$n_{k}=0\cdot 2h_{j}=2$ , $n_{j}=1$ $h_{k}=0$ .
$M$ $M^{\%}$ . $H=Hj,$ $nj=1$ 2, .
$M^{-}$ $M^{\%}$ $(M^{\%})^{-}$ .
. , . $M=SO(2r),$ $r>3$ ,
$H=H_{r-1}+H_{r}$ $M^{-}$ $M^{+\cong}G_{2r-2}(\mathbb{R}^{2r})$ . $H=\epsilon_{1}+\cdots+\epsilon_{r-1}$
. , $M^{-}=M^{-}(I_{2r-2})$ , $I_{2r-2}$ $2r-2$
-1 2 1. $SO(2r)^{\%}=SO(2r)/\{\pm 1_{2r}\}$ , $M^{-}(I_{2r-2})$
$M^{-}(I_{2})$ . $M^{+}(I_{2})\cong G_{2}(\mathbb{R}^{2r})\cong G_{2r-2}(\mathbb{R}^{2r})$ . $M^{+}(I_{2})$
$H=H_{1}=\epsilon_{1}$ , SO(2r)% , $H$ $H_{r-1}+H_{t}$
.
. Lie . $H$
, $c(\pi)$ $\mathit{0}$ $G$ $M$ .





(i) $M^{-}$ , $n_{j}=1$ 2 $H_{j}$ . , $H_{j}$
$M^{-}$ .
(ii) $M^{-}$ $R(M^{-})$ $R(M)$ , : $R(M^{-})arrow \mathbb{Z}_{+}$
$M$ $m:R(M)arrow \mathbb{Z}+$ .
(iii) $\mathrm{m}_{-}=a+\sum \mathrm{m}(\alpha),$ $\mathrm{t}_{+}=\mathrm{f}(0)+\sum \mathrm{t}(\alpha)$ , $\alpha\in R(M^{-})$
.
(iv) $\mathrm{t}++\mathrm{m}_{-}$ $\langle$ $\mathrm{t}(0)$ $\neq\{0\}$ $\mathrm{m}_{-}$ (0
) .
(v) $n_{j}=1$ , $R(M)$ $(\alpha_{1}, \cdots, \alpha_{r})$ $\alpha_{j}$ $R(M^{-})$
, $M^{-}$ $H_{j}$ $S^{1}$ ( )
.
(vi) $n_{j}=2$ , $(\alpha_{1}, \cdots, \alpha_{r})$ $\alpha_{j}$ , $-\tilde{\alpha}$ $R(M^{-})$
.
(vii) $M^{+}$ Cadan $\mathrm{f}++$ $\cong f\text{ }+\mathrm{m}_{+}$ , $= \sum \mathrm{f}(\lambda),$ $\mathrm{m}+=$
$\sum \mathrm{m}(\lambda)$ , $\lambda\in R(M)\backslash R(M^{-})$ . $\mathrm{f}(0)$ $\neq\{0\}$
, $\mathrm{m}_{+}$ .
. $M$ . $M$ $S^{m},$ $S^{n}$
$S^{m}\cdot S^{n}$ . $x$ $x$ $\mathbb{Z}_{2}$
$S^{m},$ $S^{n}$ , $S^{m}\cross S^{n}$ [ $(x, y)\ovalbox{\tt\small REJECT}\mapsto(-x, -y)$
$\mathbb{Z}_{2}$ [ $(S^{m}\cross S^{n})/\mathbb{Z}_{2}=S^{m}\cross \mathrm{z}_{2}S^{n}$ . (
$(x, y)$ $(-x, -y)$ . ) $S^{m}\cross S^{n}$ $(\mathit{0},\mathit{0})$ $[\mathit{0},\mathit{0}]$
$[-\mathit{0},\mathit{0}]$ $S^{m-1},$ $S^{n-1}$ $[S^{m-1}\cross S^{n-1}]=S^{m-1}\cdot S^{n-1}$
$[\mathit{0},\mathit{0}]$ . $\mathrm{R}P^{m}\cross \mathrm{R}P^{n}$ , $\mathrm{R}P^{m}\cross S^{n}$
$S^{m}\cross \mathrm{R}P^{n}$ . $m=n=3$ , $S^{3}\cong SU(2)\cong Sp(1)\cong SO$ (3)\sim (
Spin(3) ) $S^{3}\cdot S^{3}\cong SO(4)$ . SO(4) $1_{4}$
$-1_{4}$ $G_{2}(\mathbb{P})$ . SO(4) $\cong S^{3}\cross S^{3}$ $\mathbb{Z}_{2}\cross \mathbb{Z}_{2}$
.




4.4 $M$ $M^{+}(p)$ , $M^{-}(p)$
$M$ . $N$ $(N^{+}(q), N^{-}(q))$
$M^{+}(p)\cong N^{+}(q),$ $M^{-}(p)\cong N^{-}(q)$ $M$ $N$ .
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. -\check \supset $M$ $(M^{+}, M^{-})$ .
, .
. $M=KM^{-}(p)=\{ky|k\in K, y\in M^{-}(p)\}$
, $M^{-}(p)$ $K$ $M$
$M^{-}(p)arrow N^{-}(q)$ : $Marrow N$ . $M$
$\mathrm{e}=\mathcal{L}K$ $\mathrm{m}$ ([H]).
. Cartan $\mathrm{a}\mathrm{d}Q(p)$ , $\mathrm{f}=f_{+}+$
$\mathrm{t}_{-},$ $\mathrm{m}=\mathrm{m}_{+}+\mathrm{m}_{-}$ , $M^{+}$ Cartan $\mathrm{f}=\mathrm{g}_{+}$ \cong e $+\mathrm{m}_{+}$
$M^{-}$ $9-:=\mathrm{g}_{+}+\mathrm{m}_{-}$ . $\otimes \mathrm{m}$-\rightarrow [ , $\mathrm{m}_{-}$ ] :
$\mathrm{Y}\otimes X\vdasharrow[\mathrm{Y}, X]$ . $\mathrm{m}_{-}$ Cartan $a$ , t $=$
$\mathrm{t}(0)+\sum \mathrm{f}(\alpha)$ , $= \sum \mathrm{f}(\lambda),\mathrm{m}_{-}=a+\sum \mathrm{m}(\alpha),$ $\mathrm{m}_{+}=\sum \mathrm{m}(\lambda)$ ,
$\mathrm{t}(\lambda)\otimes \mathrm{m}(\alpha)arrow[\mathrm{f}(\lambda),\mathrm{m}(\alpha)]$ . $a$ $H$ $\lambda(H)=\alpha(H)\neq 0$
, $\mathrm{a}\mathrm{d}(\exp(tH)),$ $t\alpha(H)=\pi/2$ , $\mathrm{f}(\lambda)$
$\mathrm{m}(\lambda)$ , $\mathrm{m}(\alpha)$ $\mathrm{f}(\alpha)$ . $\mathrm{g}(\alpha)\otimes \mathrm{m}(\lambda)arrow[\mathrm{e}(\alpha), \mathrm{m}(\lambda)]$ $\mathrm{g}_{+}$ $\mathrm{m}_{+}$
. $\mathrm{g}=\mathrm{f}+\mathrm{m}$ L\otimes m+\rightarrow [ , $\mathrm{m}_{+}$ ]
$\mathrm{m}_{-}\otimes \mathrm{m}_{+}arrow[\mathrm{m}_{-}, \mathrm{m}_{+}]$ , $\mathrm{Y}\otimes X\in$ $\otimes \mathrm{m}_{+}$ ,
$[\mathrm{Y}, X]\in[\mathrm{e}_{-}, \mathrm{m}_{+}]\subset \mathrm{m}_{-}$ $\mathrm{m}_{-}$ $Z$ $\langle[\mathrm{Y}, X], Z\rangle$
.
, $\langle[\mathrm{Y}, X], Z\rangle=-\langle X, [\mathrm{Y}, Z]\rangle$ $[\mathrm{Y}, Z]$ $\mathrm{f}_{-}\otimes$
$\mathrm{m}_{-}arrow[\mathrm{g}_{-}, \mathrm{m}_{-}]$ . $H$ ,
$\lambda=\pm 2\alpha$ $2\lambda=\pm\alpha$ . (\S 3.2 )
( $BC_{1}$ ) .
, ,
. , $M=SU(3)$ $(M^{+}, M^{-})=(G_{2}(\mathbb{C}^{3}), T\cdot SU(2))$
, $M^{\%}=SU(3)/\mathbb{Z}_{3}$ ( $\mathrm{C}_{S}$ ) . $M,$ $M^{\%}$
, $T\cong S^{1}$ $M^{\%}$ 1/3 . $(SU(2)$
$\mathrm{H}$ , $M$ . ) $T\cdot SU(2)$ $T$ $SU(2)$
. $M$ $M$
.
( $\mathrm{R}$ ) ,
$A\subset M$ . $\pi_{1}(M)$
( ) . , : $Aarrow M$
: $\pi_{1}Aarrow\pi_{1}M$ . $\pi_{1}M$
. $\pi_{1}M$ , . $M$
$R(M)$ $\alpha_{1},$ $\cdots,$ $\alpha_{r}$ ( , ) .
$A$




1. C $\mathrm{C}_{S}$ .
2x .
3x $f$ : $Marrow N$ .
( $N$ $g_{N}$ $f^{*}g_{N}$ $g_{M}$ ,
, $p$ $T_{p}M$ $df|T_{p}M$
$f^{*}g_{N}$ $g_{M}$ . )
45C $M$ $M^{+}(p)$ , $M^{-}(p)$
$M$ . $M$ $(M^{+}(P), M^{-}(p))$ $N$
$(N^{+}(q), N^{-}(q))$ ( ) $f^{+}$ : $M^{+}(p)arrow N^{+}(q),$ $f^{-}$ : $M^{-}(p)arrow N^{-}(q)$
, $M$ $N$ .
. , $M,$ $N$ . $M$ (
) .
. $M$ $M^{+}(p)$ , $M^{-}(p)$ $N$ $N^{+}(q),$ $N^{-}(q)$
.
$f^{+}$ : $M^{+}(p)arrow N^{+}(q),$ $f^{-}$ : $M^{-}(p)arrow N^{-}(q)$ ,
, $f^{+},$ $f^{-}$ $f$ : $Marrow N$ .
5 $\mathrm{R}$
5.1
1950 )$|$ ( )
. .
$M$ $G=\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(M)$
$S^{n}$ $\mathbb{R}P^{n}$ . $M$ $G:=\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(M)$
$L(\dim L>\dim G)$ .
. $L$ $M$ .
Gindikin . .
. $S^{2}=\mathbb{C}\cup\{\infty\}$ f} (conformal) .
$f=u+iv$ . $\partial_{x}u=\partial_{y}v,$ $\partial_{y}u=-\partial_{x}v$
, $p$ $df$ , $\sqrt{-1}$ $J$ , $df_{p}$
$\in SO(2)$ .
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(conformal) . $f$ : $S^{2}arrow S^{2}$ , $f$ 1
$f(z)= \frac{az+b}{cz+d}$ . $\det(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})=1$ . $S^{2}$
Lie $SL(\mathbb{C}^{2})/\{\pm 1\}$ . ,







5.2 $L$ $M$ ([N1])
$\mathrm{J}I$ , $L$ . $L$ $M$ . Lie .’ $=\mathcal{L}L$
$\mathfrak{l}=1_{-1}+1_{0}+\mathrm{I}_{1},$ $[\mathfrak{l}_{j}, 1_{k}]=$ $+k$ , (graded Lie algebra .
$1_{j+k}=0$ $+k$ . $1_{2}$ , $[1_{1},1_{1}]=0$ . )
$\dim 1_{-1}=\dim \mathrm{t}_{1}=\dim M$ . $1_{0}$ $Z$ , $X\in 1_{j}$ $[Z, X]=jX$
. $\mathrm{a}\mathrm{d}(Z)$ $j$ . $\mathrm{g}=\mathrm{f}+\mathrm{m}$ ,
$\mathrm{e}\subset \mathfrak{l}_{0}$ e $=\{X+e[Z, X]|X\in \mathrm{m}\},$ $e=\pm 1$ , 1+ $[1=\mathrm{m}+[Z,\mathrm{m}]$ .
$L$ $T^{*}M$ . , $L/L_{0}\cong T^{*}M$
. $\mathrm{a}\mathrm{d}(s_{o})$ L- . $M$ $K$
$f$ $Z=\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}f$ . $f$ , , $M$ Bott-Morse
(critical) ( $df$ ) $M^{+}(p)$
, $p$ $T_{p}M^{-}(p)$ . (
Bott-Morse . )
, $M^{-}(p)$
. , . $Z$
. (characteristic element) $Z$ .
. $M$ $G_{p}(\mathbb{R}^{n})$ . ,
$\mathbb{R}^{n}$
$p$ . $\mathbb{R}^{n}$
SO(n) $G=\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(M)_{(1)}$ . $\mathbb{R}^{n}$
$G_{p}(\mathbb{R}^{n})$ . $GL(\mathbb{R}^{n})$ $L$ $M=G_{p}(\mathbb{R}^{n})$
. $GL(\mathbb{R}^{n})$ , $L$ . $\{\epsilon_{1}, \epsilon_{2}, \cdots, \epsilon_{p}\}$
$p$
$\mathbb{R}^{p}$ $M$ $\mathit{0}$ , $\mathit{0}$ $L$
. $\{\epsilon_{p+1}, \cdots, \epsilon_{n}\}$ $L_{0}$ .
$\mathbb{R}^{p}$ , $\epsilon_{j}$ $\epsilon_{j}+\sum_{k\leq p}a_{jk}\epsilon_{k}$
$L_{1}$ . Lie $\mathrm{I}_{1}$ $\epsilon_{1},$ $\cdots,$ $\epsilon_{p}$
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0 , $\epsilon_{p+1},$ $\cdots,$ $\epsilon_{n}$ $\mathbb{R}^{p}$ . $L_{1}$ $p(n-p)=$
$\dim M$ . $\epsilon_{1},$ $\cdots,$ $\epsilon_{p}$ $\{\epsilon_{p+1}, \cdots,\epsilon_{n}\}$ ,
$\epsilon_{p+1},$ $\cdots,\epsilon_{n}$ 0 1 . [ $=1_{-1}+1_{0}+1_{1}$
1, $1_{0},1_{1}$ . $Z$ .




$\mathrm{R}^{n}$ $\mathbb{C}^{n}$ , $1_{-1},1_{0},1_{1}$
. $Z$ . $G_{p}(\mathbb{C}^{n})$
(Kaehlerian)([KN], [S]) . , $G_{p}(\mathbb{C}^{n})$
. $\mathit{0}\in G_{p}(\mathbb{C}^{n})$ ,
$X$ $e^{X}(\mathit{0})=(1_{n}+X)(\mathit{0})$ $X$ ( , 0 )
. $GL(\mathbb{C}^{n})$ , .
. $I$ : $TMarrow TM$ : $X|arrow\sqrt{-1}X$
I $=0$ . $M=G_{p}(\alpha)$ , $I=\sqrt{-1}Z\in \mathrm{e}\subset \mathrm{g}$
. , $\sqrt{-1}Z$ $\mathrm{t}$ , $\mathrm{m}$
$\mathit{0}$ $I$ .
$\sqrt{-1}Z$ $\mathrm{f}$ ( 1 ). $M=G/K$
( $K$ 1 ). ([H]).
$G/K$ $G$ $G^{e}$ $(\dim G^{\mathrm{c}}=2\dim G)$ .
$G_{p}(\mathbb{C}^{n})$ $U(n)$ $U(n)^{e}=GL(\alpha)$ .
, $G_{p}(\mathbb{R}^{n})$ $G_{p}(\mathbb{C}^{n})$ $x$ $T_{x}G_{p}(\mathbb{R}^{n})\subset$





$L$ , $M$ $M_{R}$
$M^{c}$ , $L$ $M^{c}$
, $M_{R}$ ( , $\ni 1$
). $M_{R}$ $\mathrm{R}$ , .
$\mathrm{R}$ , .
. $L$ .
5.1 C , $S^{1}$
$M$ $R$ , $M$ $A$ (
$A$ , $S^{1}$ $S^{1}\cross\cdots\cross S^{1}$ )
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.. 0. Loos (cubic)
(1971). $M$ $U(n),$ SO(n), $Sp(n)$ ( $SU(n)$ ). $R(M)=BC_{r}$
$M$ ( ) $\mathrm{R}$ . $R(M)=C_{r}$
. ( ) $\mathrm{R}$
.
. $M$ $\mathrm{R}$ . $M$ $I$ $I$
$(M, -I)$ ( $M$ ) $M$ $(M, -I)\cross M$
$M$ . $M$ $(M, -I)\cross M$
$\mathrm{C}_{RS}$ .
. $M$ , 3
([NT5]).
(1) $M$ .
(2) $R(M)=C_{r}$ $BC_{r}$ .
(3) $=1$ . ( . )
5.4 $\mathrm{R}$
52 $M$ , $r(M)+1$
. ( . )
53 $M$ $R$ $M^{-}$ $R$
. $R$ .
. $M$ $M^{-}$ \S 3 . (
. )
.
54([T2]) $M$ $R$ , $\mathbb{Z}_{2}$
$\#_{2}M=\dim H_{*}(M, \mathbb{Z}_{2})=\sum\dim H_{*}(M^{+}(p), \mathbb{Z}_{2})$ .
3 $\sum$ . $\#_{2}M$ $M$ 2-number
. $\{1, 2, \cdots, n\}$ $M$
$n$ $M$ 2-number ([CN2]).
. $f$ : $marrow N$ , $\#_{2}M\leq\#_{2}N$ .
( $\dim M\leq\dim N$ $r(M)\leq r(N)$ . )
. $M$ 2-torsion $\#_{2}M=2^{r(M)}$ (Borel-Serre).
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55([T3]) $R$ $M$ ,
(i) $r(M)\ovalbox{\tt\small REJECT} 1$ , $L$ $M$ $H$ $H$ .
(ii) $r(M)>1$ , $L$ .
2 H H .
Cartan . ( . )
5.6([T4]) $R$ $\mathit{0}$ $\{\mathit{0}\}$
.
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$M^{-}$
$\frac{T\cdot(SU(r)\mathrm{x}SU(n-r))}{\mathrm{z}_{\mu}}$ $(0\leq r=\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n} \leq n)$
$\frac{T\cdot(SU(r)\mathrm{x}SU(n-r))}{\mathrm{z}_{\mu}}$ $(0\leq r\leq n/2)$
$\frac{T\cdot(SU(r)\mathrm{x}SU(n-r))}{\mathrm{z}_{\mu}}$ $(0\leq r=\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n}\leq n)$
SO(r) $\mathrm{x}$ SO(n-r) $(0\leq r=\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n} \leq n)$
$S\dot{\mu}n(2r)\cdot$ Spin(n-2r) $(0\leq r=\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n} \leq n/2)$
$\frac{S\dot{\mu}n(2r)\cdot Spin(n-2r)}{\mathrm{z}_{2}}$ $(0\leq r=\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n} \leq m)$
$U^{\mathrm{A}}(2m)/\mathrm{Z}_{2}\mathrm{E}5- 1)$
$SO(r)\cdot SO(n-r)U(m)/\mathrm{Z}_{2}$
$(0\leq r=\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n} \leq m)$
$Sp(r)\mathrm{x}Sp(n-r)$ $(0\leq r\leq n)$













ffi 1-1, 1-2, 1-3) $G_{r}(\mathrm{N}^{*})^{\%}$ is replaced by 2copies 2 $\mathrm{x}G_{r}(\mathbb{F}^{r})^{\%}$ for $2r=n$ , where $\mathrm{K}=\mathbb{C}$ for
$M=SU(n),$ $\mathrm{R}$ for $AI(n)$ and $\mathbb{H}$ for $AII(n)$ .
!2) $G_{r}^{o}(\mathrm{R}^{n})$ is a $8\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{e}$ point for $r=\mathrm{O}$ and 2points for $r=n$ .
a3) $G_{2r}^{o}(\mathrm{R}^{n})$ is replaced by $G_{2n}(\mathrm{R}^{n})^{l}$ for $r=n/4$.
$\mathrm{B}4)M^{+}(\mathrm{x}2)$ means 2copies of $M^{+}$ .
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le 5-1) $U^{\Lambda}(n/2)$ is the connected subgroup of Spin(n) which doubly covers $U(n/2)$ in SO(n).
$\mathrm{B}5- 2)UI^{\wedge}(r)$ is the connected subspace of $G_{r}^{o}(\mathbb{R}^{2r})$ which doubly covers $UI(r)$ in $G_{r}(\mathrm{R}^{2r})$ .
$\mathrm{E}6)DIII(m)^{\%}(\mathrm{x}2)$ if $\mathrm{m}=\mathrm{n}/2$ is even.
$?\Xi 7)\mathrm{K}=\mathbb{R},$ $\mathbb{C}$ or $\mathbb{H}$
$\mathrm{R}8)G_{a}(\mathrm{K}^{r})\mathrm{x}G_{b}(\mathrm{K}^{\mathrm{r}})$ is replaced by $G_{b}(\mathrm{K}^{r})\cdot G_{b}(\mathrm{K}^{r})$ for $b=r/2$ .
$?\mathrm{f}9)SO(r)^{\%}(\mathrm{x}2)$ if $\mathrm{r}$ is even.
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